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INVARIANTE DIFFERENTIALOPERATOREN UND DIE 
FROBENIUS-ZERLEGUNG EINER G-VARIETAT 

ILKA AGRICOLA 



ZuSAMMENFASSUNG. Sei G eine zusammenhangende reduktive komplexe algebraische Gruppe, 
die auf einer glatten affinen komplexen Varietat M wirke, und bezeichne 'D^{M) die G- 
f**^ ' invarianten algebraischen DifFerentialoperatoren auf M . Zerlegt man den Koordinatenring 

^ ' C[M] in G-isotypische Komponenten, so zeigen wir, dafi die hierbei auftretenden Vielfach- 

heitenraume irreduzible 'D''(M)-Moduln sind, zentralen Charakter haben und durch diesen 
eindeutig bestimmt sind. AnschlieBend beschreiben wir die analoge Zerlegung filr reelle For- 
men und zeigen anhand einiger singularer Beispiele, daB fiir nicht glatte Varietaten ahnliche 
Ergebnisse nicht zu erwarten sind. 

o 

Q 

• ■ 1. Die algebraischen Differentialoperatoren 

-S . 

"ti I Betrachte eine komplexe reduktive zusammenhangende algebraische Gruppe G, die auf einer 

ebenfalls komplexen irreduziblen afhnen glatten Varietat M regular wirke. Mittels Translatio- 

nen operiert G dann auch auf dem Koordinatenring C [M] 

Q{9)f{m) = fig-^m) fiir / G C[Af], g G G, 

und es ist wohlbekannt, daB diese G-Wirkung lokal-endlich ist, d.h. dafi jeder endlich-dimen- 
sionale Unterraum von C [M] in einem endlich-dimensionalen G- invarianten Teilraum von C [M] 
enthalten ist. Mit diesem Beispiel vor Augen vereinbaren wir folgende 



Definition 1. Mit einem Vektorraum L meinen wir immer einen C-Vektorraum abzahlbarer 



0^ 
O 

Qv \ Dimension. Ein solcher wird halbeinfacher G-Modul genannt, wcnn er unter G lokal-endlich 

^■^ • und voUstandig reduzibel ist. 

1-^ ' Mit L tragt auch End(L) eine Wirkung von G; das folgende Beispiel zeigt jedoch, dafi die 

j^ , Eigenschaft, halbeinfacher G-Modul zu sein, sich i.a. nicht von L auf End(L) iibertragt. Wir 

beschranken uns deswegen auf solche Unteralgebren A von End(i), die unter der induzierten 
G- Wirkung halbeinfach im eben genannten Sinne sind, und werden in Kiirze sehen, dafi im Fall 

,^' L — C[M] die algebraischen Differentialoperatoren 'D{M) diese Eigenschaft haben. 

r> I Beispiel 1. Wir wahlen L ^ C[x\ den Polynomring in cincr Variablcn mit der multiplikativen 

j^ ' Wirkung von C* im Argument. Auf L wird durch 

1-1 2 2 3,4 n n+1 , , 2n 

1 I > 1, X I > X , X I > X + X , . . . , X I > X + . . . + X 

eine lineare Abbildung T definiert, und x" transformiert sich unter T\ :— q{)^)T q{\)^^ wie 

Tax" = Ax"+i + A2x"+2 + . . . + A"x2", n^Q. 

Sei B die von den T\, A £ C*, erzeugte Unteralgebra von End(i). Nach Konstruktion tragt 
sie die von C[x\ induzierte C*-Wirkung, fiir die q{\)T^q{X)~^ — Tx/^^ gilt. Leicht sieht man 
ein, dafi die T\ linear unabhangig sind; insbesondere ist B unter der Wirkung von C* nicht 
lokal-endlich. 
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2 ILKA AGRICOLA 

Zu den „algebraischen" Differentialoperatoren einer affinen Varietat M gibt es mehrere ver- 
schiedene Zugange: iiber den Grad als DifFerentialoperator, liber die algebraischen Differen- 
tialoperatoren T>{V) des umgebenden Vektorraums V , welche man einfach als die Differential- 
operatoren mit polynomialen Koeffizicnten definiert, iiber die Derivationen von M oder aber 
iiber die Symbolabbildung. Diese Dcfinitionen gclten meist - entsprechend angepafit - aiich fiir 
Varietaten mit Singularitaten, doch liefern sic nur im glatten Fall alle dieselbe Algebra. Einige 
dieser verschiedenen Bildcr wollcn wir kurz skizzieren; fiir Beweise sei auf die ausfiihrliche 



Beschreibung in dem Lchrbuch [ MR87 | verwiesen. 

Sei zunachst M eine nicht notwendigerweise glatte, aber irreduzible reelle oder komplexe 
afiine Varietat, und A entweder ihr Koordinatenring K[M] oder dessen Quotientenkorper 
K(M). Wir definieren die algebraischen Differentialoperatoren von A als diejenige filtrierte 
Algebra, die als die Vereinigung iiber k aller „Endomorpliismen vom Grad < fc" entsteht, also 

v/e^: r/-/r = o}, 

V/e^: Tf-fTe P(M)fc„i}, 

fc>0 

Insbesondere sind die Endomorphismen vom Grad Null genau die Elemente von A und diejeni- 





V{A)o : 


= {TeRomiA) 




V{A)k : 


= {Te Rom{A) 


und 






(1) 




V{A) 



gen vom Grad Eins deren Derivationen (vgl. [MR87, Lemma i5.5.3]) 



V{A)o = A, BeiA = {D e V{A)i \ D{1) ^ 0} . 

Dabei verstehen wir ganz allgemein unter den Derivationen Der^ diejenigen K-linearen Ab- 
bildungen von A nach A, die die Leibniz-Regel erfiillen. Fiir uns von Interesse ist die Klasse 
von Operatoren, die fiir A = K.[M] enstcht. Wir werden diese kurzerhand die algebraischen 
Differentialoperatoren von M nennen und vereinbaren die Bezeichnungen 

V{M) := V{K[M]), DerM := DerK[Af]. 

Der Fall A ~ K(M) wurde hier nur deswegen mitdefiniert, weil wir ihn zur Formulierung des 
nun folgcndcn Kriteriums brauchen, mit dem man entscheidcn kann, wann cin vorgegebener 
Differentialoperator algebraisch ist. 



Lemma 1 (Erste Charakterisierung von V{M) [|MR87| , Thms. 15.i.24, 15.5.5]). SeiM eine affine 
irreduzible Varietat. Dann gilt: 

1. Der A/ == {D e DerK(Af) | D{K[M]) C K[Af]}; 

2. V{M) = {De X>(K(Af)) I D{K[M]) C K[A/]}. 

D 

Sei andererseits V{M)* die von K[A/] und alien ihrcn Derivationen Der AT erzeugte Algebra, 
filtriert nach der Anzahl Derivationen, deren Produkt man nimmt. Sic ist immer eine Unteralge- 
bra von 2?(Af ), und ihre natiirliche Graduierung stimmt mit der von 'D{M) induzierten iiberein. 
Weiterhin induziert die faserweise Skalarmultiplikation eine Graduierung auf dem Koordinaten- 
ring K[r*A/] = 0^K[T*Af]" des Kotangentialbiindels von M. Wie dies aus der Theorie der 
Differentialoperatoren iiber Mannigfaltigkeiten zu erwarten ist, stellt das Hauptsymbol eine Bi- 
jektion zwischen den genannten graduierten Ringen her, welche wir nun definieren woUen. Sei 
hierzu {m,S^) G T*M, und g G K[Af] eine Funktion mit dg(m) = S,- Dann ist das Hauptsymbol 
des algebraischen Differentialoperators D vom Grad k gegeben durch 

ak{D){m,0 = D{{g-g{m))''/kl){m). 

Lemma 2 (Zweite Charakterisierung von X'(Af)). Sei M eine glatte irreduzible affine Vari- 
etat. Dann ist die Symbolabbildung ein Algebrenisomorphismus 

gTV{M)* = K[r*Af] 
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und es gilt V{M) = V{M)* 



Beweis. Dies folgt letztlich aus der Exaktheit der Sequenz (vgl. [MR87, Prop. 15.4.9]) 

— > V{M)k-i — > P(A'f)fe -^ K[r*M]'= — > 0, 
deren Beweis auf der Existenz einer geeigneten Globalisierung beruht. Mit eincm analogen 



Argument beweist man die zweite Behauptung |MR87, Cor. 15. 5. 6.]. D 



Bemerkung 1. Falls die Varietal M singulare Punkte hat, so stimmen die Algebren 'D{M) 
und 'D(M)* im allgemeinen nicht iiberein, und es wird auBerordentlich schwierig, iiber I?(M) 
irgendwelche Aussagen zu machen. Beispiele hierzu werden wir ausliihrlich bei der Diskussion 
der Frobenius-Zerlegung fiir singulare Varietaten behandeln. 

Den ersten Schritt liir das Studium der G-Wirkung aul den Differentialoperatoren von M bildet 
die nun folgende Proposition, die unabhangig von der Wahl des Grundkorpers gilt. 



Proposition 1 (Einfachheit von P(M)* | MR87 , Thm. 15.3.8]). Folgende Bedingungen sind 
dquivalent: 

1. Die Varietdt M ist glatt; 

2. Die Algebra 'D{M)* ist einfach; 

3. K[Af] ist ein irreduzihler 'D{M)* -Modul. 

D 

Ist nun M im Fall K = C cine G- Varietal, so wird die Wirkung von G auf I?(M) definiert via 

(2) g-T = g{g)Tg{g)-' fflr g e G, T e P(M), 

wobei mit g die G- Translation auf C[M] bezeichnet. Beziiglich dieser Wirkung ist die Sym- 
bolabbildung G-aquivariant; somit ist die Wirkung von G auf T>{M) wieder lokal G-endlich. 
Die G-invarianten Differentialoperatoren werden mit V^{M) bezeichnet und enthalten die G- 
invariantcn Funktionen C [A/]*^. Weil sowohl die Filtrierung nach dem Grad von T){M) als auch 
die Graduierung von C[T*M] G-stabil sind und C[T*M]'^ unter G lokal-endlich ist, gilt das 
Analogon von Lemma g: 

Lemma 3 (Charakterisierung von 'D'~^[M)). Sei M eine komplexe glatte irreduzible affine Va- 
rietdt, auf der die komplexe reduktive zusammenhdngende algebraischen Gruppe G wirke. Dann 
ist 

giV^iM) ^ C[T*Mf. 

D 

Beispiel 2. Ist Af = G mit der linksregularen Wirkung von G auf sich selbst und identifiziert 
man wie iiblich q mit den linksinvarianten Vektorfeldern, so ist T*G ^ G x q*, also C[T*G] = 
C[G] (g)C[g*]. Da es auf G keine nichttrivialcn G-invarianten Funktionen gibt, andererseits alle 
Elemente aus der symmetrischen Algebra C[g*] von q unter G invariant sind, ist grX''^(G) = 
C[g*]; bekannlerweise ist dies als graduierte Algebra isomorph zur universellen Einhiillenden 
U{2), die uns als Algebra der G-invarianten Differentialoperatoren auf G wohlvertraut ist. 

Andererseits weicht die Struktur von X'(Af) (oder 'D'^{M)) im Detail doch sehr von der 
einer universellen Einhiillenden ab; denn wenn V{M) (bzw. X''^(Af)) als filtrierte Algebra zur 
einhiillenden Algebra einer Lie-Agebra 6 isomorph ist, dann mufi C[T*M] (resp. C[T*A/]'^) 
deren symmetrische Algebra C[t*] sein, also auf jcden Fall ein Polynomring. Dies ist im allge- 
meinen sicher nicht der Fall, wenn M kein Vektorraum oder T* M kein triviales Biindcl ist. 

Beim Studium der Unteralgebren der Endomorphismen halbeinfacher G-Moduln benotigl man 
immer wieder folgende, Dixmier zugeschriebene Variante des Schurschen Lemmas fiir Vek- 
torraume abzahlbarer Dimension. Vorher allerdings noch eine Vereinbarung: 
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Definition 2. Es sei fortan und bis zum Ende von Abschnitt der Grundkorper gleich C, 
auch wenn dies nicht immer erwahnt wird. 

Lemma 4 (Lemma von Dixmier). Sei V ein C-Vektorraum abzdhlbarer Dimension. 

1. Zu jedem T G End(y) existiert ein q G C so, dafl T — ql nicht invertierbar ist; 

2. Ist A eine Teilalgebra von End(V^), die aufV irreduzibel wirkt, so istEiidjdV) = C. 



Beweis. Die erste Behauptung findet sich in [Wal88, S.ll]. Fiir die zweite sei Z G End_4(V^) 



und q G C derart, dafi Z — ql nicht invertierbar ist, d.h. es ist entweder ker(Z — ql) ^ {0} 
oder im(Z — ql) ^ V. Weil aber Z mit alien Elementen aus A vertauscht, miissen ker(Z — ql) 
und im(Z — ql) beide ^-invariant sein; aus der Irreduzibilitat von V folgt damit, dafi entweder 
ker(Z — ql) ~ V oder im(Z — ql) = {0} sein muB. In beiden Fallen folgt Z ^ ql auf ganz 
V. D 

Beispiel 3. Sei V lialbeinfacher G-Modul. Man sagt, dafi V zentralen Charakter hat, wenn 
jedes Element z im Zentrum Z{q) der universellen Einhiillenden von G skalar wirkt. Unter 
Verwendung des Harish-Chandra-Homomorphismus Z{g) = C[t)*]^ ist z.B. fiir die endlich- 
dimensionale G-Darstellung V^'^ vom hochstcn Gcwicht A der zentrale Charakter gleich X + g, 
wobei g die Halfte der positiven Wurzeln von G sei. 

Definition 3. Aus dem Lemma von Dixmier folgt nun, dafi fiir einen irreduziblen y4-Modul U, 
A wieder eine Unteralgebra von End(f7), das Zentrum von A auf U skalar wirkt, genauer, es 
existiert ein Homomorphismus x '■ ^{-^) ^ C mit 

z ■ u ^ x{z) ■ u yu £ U , 

den wir den zentralen Charakter von A auf U nennen. 

Mit Hilfe dieses Lemmas k5nnen wir das Zusammenspiel der algebraischen Differentialoper- 
atoren mit den Endomorphismen von C[M], als deren Teilalgebra sie definiert waren, noch 
prazisieren. Zusammen mit Proposition |l| folgt namlich: 

Proposition 2 (Schursches Lemma). Ist M eine glatte irreduzible affine Varietdt, so gilt 

Endp(M)(C[M]) = C. 

D 

Intuitiv bedeutet dies, dafi V{M) von End(C[M]) nicht allzu sehr abweichen kann. Auch diese 
Aussage lafit sich mit einem allgemeinem Satz genauer fassen, den wir deswegen zuerst in der 
fiir uns relevanten Fassung zitieren woUen. 



Satz 1 (Dichtheitssatz von Jacobson |Pie82, Thm, Ch.l2, 2]). Sei L ein C-Vektorraum und A 
eine Teilalgebra von End(L), die auf L irreduzibel wirkt. Sind ui, . . . , u„ linear unabhdngige 
Elemente und vi, ... ,u„ beliebige Elemente von L, so existiert ein T £ A derart, dafl Tui = Vi 
fiir alle i gilt. Das bedeutet: ist X ein endlich-diniensionaler Unterraum von V , so gilt 

A\x = Hom(X,L). 

Insbesondere gilt also mit Proposition 0, dafi 

V{M)\x = Hom(A:,C[A/]) 

fiir jede irreduzible glatte affine Varietdt M ist. D 
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Proposition 3. Sei G eine reduktive algebraische Gruppe, L ein halbeinfacher G-Modul, und 
A eine Unteralgehra von End(i), die auf L irreduzibel wirkt und hezilglich der induzierten 
G- Wirkung auf A ebenfalls halbeinfach ist. Sei weiterhin X ein endlich-dimensionaler G- 
invarianter Unterrauni von L. Dann gilt fiir die Algebra AP der G-Invarianten von A: 

A^\x = HomG(X,L); 

insbesondere ist also 

V^{M)\x = HomG(X,C[M]) 

fiir eine irreduzible glatte Varietat M . 

Beweis. Sei T G HomG(X, L). Nach Satz |l] existiert zunachst ein D E A mit D\x — T. 
Nach Voraussetzung licgt D in cinem endlich-dimcnsionalcn G-invariantcn Unterrauni E von 
A. Wegen der Reduktivitat von G zerfallt E in G-invariante Teilraume E — E'^ © F\ weil T 
zudem G-invariant war, ist T G E'^\x, es mufi also ein D G E'^ C P'^(M) mit D\x — T geben. 
Fiir den Fall L — C[M] und A = 'D{M) verbleibt deswegen blofi, die Voraussetzungen des 
Satzes zu iiberpriifen. Es sind C[A/] und V{M), mittels Lemma H mit C[T*AI] identifiziert, 
lokal-endlich bzgl. der Wirkung von G. Proposition |] stellt sicher, dafi V{M) auf C[A/] irre- 
duzibel wirkt. n 

Abschliefiend stellen wir hier noch einige weitere Eigenschaften der algebraischen DifFerentialop- 
eratoren zusammen, die Friedrich Knop im Laufe der letzten Jahre in einer Reihe von Arbeiten 
entwickelte. Es bezeichne hierbei A' imnier den Kommutanten einer Unteralgebra A von 'D{M). 
Mit W(fl) ist hier stillschweigend dessen homomorphes Bild in 'D{M) gemeint. 



Satz 2 (Satz vom Bikommutanten |Kno94, Thm.9.5.]). Die zusammenhdngende reduktive kom- 



plexe algebraische Gruppe G wirke auf der glatten affinen Varietat M . Dann gilt: 

1. "D (M) = D'^{M)" , woraus fiir die Zentren sofort die Beziehung 

Z{V^{M)') = V^{M)' r\V^{M) = Z{V^{M)) =: Z{M) 

folgt; 

2. Es existiert ein zentraler Differentialoperator 7^ T G Z{M) derart, dafi die Inklusionen 

T-V'^iM)' C ll{5)Z{M) C V^{My 

gelten; 

3. Die Multiplikation ist ein Isomorphismus 

V^{M)' ®z(M) V^{M) ^ Z{M)', a®b^ — > ah ^ ba; 

4. Die Algebren V{M), V^i^M) undV^^M)' sind freie Z{M)-Moduln (im ersten Fall sowohl 
als Links- als auch als Rechtsmodul) . 

D 

Definition 4. Fortan bezeichne Z{M) immer das Zentrum von 'D'^{M). Fiir M = G ist dies 
genau das Zentrum der universellen Einhiillenden von g, weswegen wir hierfiir inkonsequenter- 
weise Z{g) statt Z{G) schreiben werden. 

Bemerkung 2. Dicser Satz wird beim Studium der zentralen Charaktere von P*^(M) von 
Bedeutung sein. Vorerst sei kurz angemerkt, wie die zweite Aussage zu verstehen ist: sie besagt, 
dafi 'D'^{M)' und U{q) nur um Elemente in Z{M) voneinander abweichen. Insbesondere liefert 
sie eine Kontrolle von T>'^{M)' , wenn man die Wirkung von Z{M) kennt. 
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2. Die abstrakte Frobenius-Zerlegung 

Es bczcichne B = HN eine Boreluntergruppe (H eine Cartanuntergruppe, N ein unipotentes 
Radikal von B) und G = {{V^, tt^)} die Menge aller Aquivalenzklassen endlich-dimensionaler 
Darstellungen von G, die wir stillschweigend den dominanten Gewichten A G P+{G) gleichsetzen 
werden. 1st fi G P{G) ein beliebiges Gewicht von G, dann bezeichen wir den zugehorigen 
Charakter von H mit h^ und erweitern ihn zu einem Charakter von B mittels (hn)^ :— /i^ 
[h E H , n E N). 1st nun L ein halbeinfacher G-Modul, so werden die 7V-invarianten Vektoren 
vom Gewicht /i dcfiniert als 

L^iii) = {/gL| Q{b)f = h^f ybeB}. 

Wenn fi = X dominant ist, sind diese isomorph (als Vektorraum) zu den G-invarianten Mor- 
phismen von V^, dem irreduziblen Modul zuni hochsten Gewicht A, nach L 

L^(A) - liomG{V\L), 

wie man durch Auswertung auf einem Vektor vom hochsten Gewicht A leicht einsieht. Wir 
definieren eine Abbildung 

die die Eigenschaft hat, G-aquivariant zu sein, wenn man 

g- (T®v) := T ®TTx{g)v 

setzt. Flir eine Teilalgebra A von End(i) wird die Wirkung von D G A auf T G HomG(V^'^, L) 
mittels Komposition definiert, D{T) — DoT, und diese Definition impliziert, daB HomG(T^'^, L) 
auf jeden Fall ^'^-invariant ist; denn crfiillt T die Bedingung T{n\{g)v) — TT\{g)T{v), so folgt 
unmittelbar ftir ein D G A^ 

{D o L){nx{9)v) = D{L{nx{g)v)) = 'Ky,{g)B{L{v)) - 'Ky,{g){B o L){v) . 

Die Menge 

S{L) := {AgP+(G)|L^(A)^0}, 

wird das Spektrum von G auf L genannt. Ist nun L ~ C[M] der Koordinatenring einer ir- 
reduziblen affinen G-Varietat, so schreibt man der Kiirze halber S{AI) statt S{C[M]) und 
kann hieriiber noch folgende Aussagen machen: weil unter der punktwcisen Multiplikation von 
Funktionen 

C[M]^{X)-C[Mf{pi) c C[M]^(A + m) 

gilt, ist S{M) eine additive Halbgruppe, und mittels des Satzes von Rosenlicht zeigt man, dafi 
sie als solche immer endlich erzeugt ist (vgl. z.B. [Pan9C, Cor. 6] sowie die Anmerkungen in 
Definition |). Weil C[Af]^(0) = C[M]^ gilt und jeder der Raume C[M]^(A) iiber C[Mf 
endlich erzeugt ist, sind erstere genau dann endlich-dimensional, wenn C[M] = C ist, e s auf 
M neben den konstanten also keine weiteren G-invarianten Funktionen gibt (vgl. [ Kra85|] ). 



Bemerkung 3. Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung eines Resultats von N. Wallach 



|Wal93, Prop. 1.5], welches den Fall eines Vektorraums behandelt. Obgleich wir uns von dem 



dortigen Beweis sowie seiner Darstellung in [GW97, Thm.4.5.12] haben inspirieren lassen, liegt 



der wesentliche Unterschied hier in der Tatsache, daB die Graduierung der Polynome und Differ- 
entialoperatoren mit polynomialen Koeffizienten nicht mehr gebraucht wird. Eine Ankiindigung 



dieses Ergebnisses ist zudem implizit und ohne Beweis in |Bie93, S.219] enthalten 



Satz 3 (Abstrakte Frobenius-Zerlegung). Sei G eine zusammenhangende komplexe reduktive 
algehraische Gruppe, L ein halbeinfacher G-Modul, und A eine Unteralgebra von End(L), die 



DIE FROBENIUS-ZERLEGUNG EINER G-VARIETAT 7 

auf L irreduzibel wirkt und beziiglich der induzierten G- Wirkung ebenfalls halbeinfach ist. Dann 
zerfdlU L als G-Modul in 

xeP+{G) 
und es gilt: 

1. }ioinG{V^, L) = L^ {X) ist ein irreduzibler A'^-Modul; 

2. Fiir X j^ fi sind die Y{oTi\G{V^ ^ L) als A^ -Moduln paarweise nicht isomorph; 

3. Die Rdume HoniG(y'^, L) ^ L^ (X) haben, aufgefafit als A'^ -Moduln, zentralen Charakter. 

Korollar 1 (Frobenius-Zerlegung von C[M]). Es sei G eine zusammenhdngende komplexe al- 
gebraische reduktive Gruppe, die auf der glatten affinen irreduziblen Varietdt M wirkt. Dann 
zerlegt sich der Koordinatenring von M als G-Modul in 

xeP+{G) 
und es gilt: 

1. HomG(V"^,C[M]) = C[A/]^(A) ist em irreduzibler V^{M)-Modul; 

2. Fiir X^ IX sind die Honi(3(V^^, C[Af]) als T)'^ {M)-Moduln paarweise nicht isomorph: 

3. Die Rdume HomG(F^, C[A/]) = C[M]^ {X) haben, aufgefafit als V^{M)-Moduln, zen- 
tralen Charakter. 



Beweis. Die Zerlegung an sich ist ein Standard-Ergebnis und kann z.B. in |GW97, Thni.12.1.3] 



nachgelesen warden. Fiir die eigentlichen Behauptungen verfahren wir wie folgt: 

1. Sei X'^ ein zu V'^ isomorpher Unterraum von L sowie / 7^ ein nicht-triviales Element 
aus X^. Wir studieren den ^'^-invarianter Teilraum A^ ■ f =: Uf. Dann ist natiirlich 
Uf nX^ ^ {0}, dcnn alle Vielfachcn von / liegen sowohl in der linken als auch in der 
rechten Seite. Dies ist bereits der ganze Durchschnitt: ist u £ Uf DX^ beliebig und D ein 
Operator aus A'^ derart, dafi Df = u ist, so folgt aus der G-Irreduzibilitat von X^, dafi 
X^ sowohl gleich Lin(G • u) als auch glcich Lin(G • /) ist. Deswegen existieren fiir jedes 
X G X^ Gruppenelemente gt ^ G derart, dafi x = J2'^i0i9i)f i^^- Also ist 

Dx = ^a,DQ{gi)f = ^a,Q{gi)Df =^aig(gi)u, 

es ist somit D ein G-invarianter Homomorphismus von X'^ nach X'^, nach dem Schurschen 
Lemma demnach ein Vielfaches der Identitat. Damit ist Uf D X^ — C ■ f wie behauptet. 

Es ist Uf als ^'^-Modul irreduzibel. In der Tat, sei p / ein Element eines nicht- 
trivialen ^ -invarianten Unterraums E von Uf. Aus der lokalen G-Endlichkeit von L 
folgt, dafip in einem endlich-dimensionalen G-invarianten Unterraum, der X heifien moge, 
liegen mufi. Als G-Darstellung mufi X isomorph zu einem Vielfachen von V'^ sein, d.h. 
es existiert ein G-Homomorphismus T : X — > X^ mit Tp ^ 0. Zudem wird nach dem 
Dichtheitssatz von Jacobson (Proposition ||) T durch einen Operator D G A'^ dargestellt; 
well p aber in einem ^"^-invarianten Unteraum lag, ist Dp G E, und deswegen ECiX'^ ^ 0. 
Aus U f n X^ — C ■ f folgt dann, dafi / ebenfalls in E liegt, also ist Uf wie behauptet 
irreduzibel. 

Nun sei /i, . . . , /„ eine Basis von X^. Die Uf-, die wir fortan mit Ui abkiirzen woUen, 
sind als ^'^-Moduln paarweise isomorph: Nach dem Satz von Burnside gibt es Elemente 
Uji G C|G], die fi auf fj abbilden, g{uji)fi = fj, also ist 

ein ^'^-Modul-Isomorphismus. Sodann zeigcn wir, dafi die Summe ^ Ui direkt ist. 
Wieder nach dem Satz von Burnside ist jeder Endomorphismus von X'^ das Bild unter g 
eines Elements aus C |G] , der Gruppenalgebra von G, wir finden also Elemente m^ G C |G] , 
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die g{ui)fj = Sijfi erfiillen. Seien nun die mi jeweils in Ui mit ^ rrii = 0, und weiterhin 
Di € A Operatoren mit Difi — rrii. Dann folgt insgesamt 



= 9{uj)C^m^) ^ ^g{uj)D,f, = ^D^g{u/)f^ = Djfj = m^ Vj 



,n, 



und die Summe ist direkt. 

1st nun Z^ ein weiterer zu V^ isoniorpher Unterraum von L, so liegt auch Z^ in ^,- Ui'. 
Weil die fi eine Basis von X^ bilden, cxistiert ein G-Homomorphismus T : X^ — > Z^, 
der die fi auf eine Basis T/,; von Z^ abbildet, und weil X^ endlich-dimensional war, 
ist T die Restriktion eines Operators D aus A'~^ . Damit ist Tfi G Ui H Z"^ fiir alle i, 
d.h. die Basis T/i, . . .T/„ von Z^ liegt in 0^ Ui, was behauptet wurde. Dies bedeutet 
aber nicht anderes, als daB ® ^ Ui die T^'*'-isotypische Komponente von L, also gleich 
HomdV^, L)®F^ ist, womit die Irreduzibilitat das ersten Faktors unter der ^'^-Wirkung 
bewiesen ist. 

2. Es bezeichne Lx bzw. L^ die voUstandige isotypische Komponente von L zum Gewiclit 
A bzw. /i G S{L), und [/a bzw. C7^ einen zu L^{X) bzw. i^(/i) isomorphen ^'^-Modul 
darin. Angenommen, es existiert ein ^ -Modul-Isomorphismus 

Q: Ux^U^,. 

Nach 1. konnen wir ein f ^ Lx wahlen, welches Ux erzeugt, also A'^ ■ f = Ux- Wir 
betrachtcn den minimalen G-invarianten Teilraum E von L, der / und Qf cnthalt. Die 
Projektion n : E i-^ Lx vertauscht mit G, ist also ein Element von IioniG{E, L); damit 
existiert ein G-invarianter Operator D G A , der tt auf E darstellt, D\e = tt, und es 
ergibt sich 

TTQf = DQf - QDf = Qnf = Qf , 

es ist also Qf G Lx, und damit V^ = V^, was mit der Gleichheit der Charaktere A und 
/i gleichbedeutend ist. 

3. Die Existenz eines zentralen Charakters fiir die .A'-^-Moduln HomG'(l^''', L), folgt nun sofort 
aus 1. und dem Lemma von Dixmier (Lemma 0), da sie - als ^"^-invariante Unterraume 
von L - von abzahlbarer Dimension sind. 

n 

Ein intensiv studierter Spezialfall ist der, wo alle Vielfachheiten gleich Eins sind (M wird dann 
spharisch genannt), und der folgende Satz von Vinberg und Kimel'ferd liefert ein elegantes 
Kriterien um zu testen, ob dieser Fall vor liegt: 

Satz 4 (Vielfachheitenfreie Wirkungen). Ist G eine zusammenhdngende komplexe algebraische 
reduktive Gruppe mit Boreluntergruppe B — HN und M eine affine G- Varietat, so sind folgende 
Bedingungen dquivalent: 

1. C[M] ist vielfachheitenfrei, d.h. dimC[M]^(A) = 1 fiir alle A G S{M); 

2. B hat einen offenen Orbit in M ; 

3. Jede rationale B-invariante Funktion auf M ist konstant: C{M)^ = C. 

Beweis. Die Aquivalenz von 1. und 2. ist Satz 2 aus der klassischen Arbeit von Vinberg- 
Kimel'fel'd | VK78t ; man kann die Gleichwertigkeit der drei Bedingungen aber auch in |Kra85, 



Satz 1, III.3.6, S.199] nachlesen. D 

Proposition 4 (Glatte vielfachheitenfreie Wirkung und Differentialoperatoren). Die Wirkung 
einer zusammenhangenden komplexen algebraischen reduktiven Gruppe G auf einer glatten 
affinen G- Varietal M ist genau dann vielfachheitenfrei, wenn die Algebra der G-invarianten 
Differentialoperatoren 'D^{M) kommutativ ist. 
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Dies folgt sofort aus der Tatsache, dafi der Vielfachheitenraum ein irreduzibler E''-^(M)-Modul 
ist: ist T>'^{M) abelsch, dann kann es nur eindimensionale irreduzible Darstellungen geben. 
Sind andererseits alle Vielfachheiten gleichs Eins, dann mu6 ein beliebiges D G V'^{M) mit- 
tels Skalarmultiplikation auf den einzelnen Sumnianden der Zerlegung wirken, und zwei solche 
konimutieren natiirlich. D 

Bemerkung 4. Diese r Sachverhalt war bereits in vielen Spezialfallen bekannt, etwa fiir Vek- 
torraume (vgl. [ HU9l| , wo 2?'^(Af) fiir vielfachheitenfreie irreduzible Darstellungen ausgear- 



beitet ist) oder fiir homogene Raume. Im singularen Fall hangt die Antwort davon ab, ob 
man V{M) oder 2?(A/)* betrachtet; allgemeine Ausssagen lassen sich hier nicht beweisen, doch 
stellen wir in Abschnitt @ einige Beispiele vor, die beweisen, daB die vorangegangene Behaup- 
tung fiir V{M)* falsch ist. 

Beispiel 4. Wir betrachten den klassichen Fall M = G mit der linksregularen Wirkung, auf 
den sich der aller homogenen G- Raume reduzieren lafit. Sei V^ Darstellung von G und V^ 
Darstellung einer Untergruppe H. Aus der Frobenius-Reziprozitat fiir die induzierte bzw. 
eingeschrankte Darstellung von /i und tt 

HomG(F'',Indg(^)) = Homij(Resg(7r),y'') 

folgt fiir die triviale Darstellung ^ — id von H — {e\ 

HomG(V^'',C[G]) = Hom(F^,C) = {V)* , 

welches natiirlich fiir alle tt G P+{G) nicht der Nullraum ist, es ist also S{G) ~ P+{G). Beze- 
ichnet man die positiven Wurzeln von G mit $+, so ist wohlbekannt, daB die Weylgruppe von 
G ein eindeutiges Element wq mit der Eigenschaft wq^^ — — $+ enthalt, und dafi das hochste 
Gewicht des zu V^ dualen G-Moduls gleich A* :— —wqX ist. Man erhalt also 

C[G] ^ F^'®F^, 

AGP+(G) 

wobei die V^ irreduzible Z//(0)-Moduln mit zentralem Charakter X* + g sind. 

3. Die zentralen Charaktere 

Nach dem Satz von Racah hat das Zentrum der universellen Einhiillenden von G genau rkG 
erzeugende Elemente, und jede endlich-dimcnsionale G-Darstellung ist durch die Eigenwerte 



dieser Operatoren, der sog. Casimir-Opcratoren von G, eindeutig bestimmt (vgl. | Dix96 , Thm.7.4.7]). 
Bemerkenswerterweise haben auch die X'*^(M)-Moduln Ux aus KoroUar]^ diese Eigenschaft, und 
dies unabhangig davon, ob sie endlich- oder unendlich-dimensional sind. 

Satz 5 (Eindeutigkeit der zentralen Charaktere). Die Vielfachheitenrdume U\ = C[A/]^(A) 
sind, als T)'^ {M)-Moduln, eindeutig durch ihren zentralen Charakter bestimmt. 

Beweis. Der Beweis stiitzt sich auf die isotypische Zerlegung von C[M] als I>'^(M)-Modul (Ko- 
rollarH) und den Knopschen Bikommutantensatz (Satz0). Sei T ein Element aus dem Kommu- 
tanten 'D^{My von 'D^{M). Nach KoroUar IT] mufi T die Zerlegung von C[M] invariant lassen; 
well es zudem mit ganz T>'^{M) vertauscht, wirkt T nur auf die X''^(M)-Vielfachheitenraume, 
welche genau die G-Darstellungen V'^ sind. Die V^ sind als X''^(Af)'-Moduln irreduzibel und 
paarweise nicht aquivalent. In der Tat, alle zentralen invarianten Differentialoperatoren wirken 
auf V'^ skalar. Also impliziert Satz || (2), dafi sich 'D'^{M)' und U{q) bci Wirkung hierauf nicht 
unterscheiden: 



I?«(A/)Va = U{q) 



¥>■ 



Weil die V^ irreduzible und paarweise inaquivalente Z//(0)-Moduln sind, sind sie dies auch als 
r''^(Af)'-Moduln. Insgcsamt ist nun die Frobenius-Zerlegung aus Korollar |l| vielfachhcitcnfrei 
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bzgl. der 'D'^{M) ® P<^(M)'-Wirkung. Nach Satz || (3) ist die Mult iplikat ion aber ein Isomor- 
phismus zwischen 'D^{M) (g) 'D^{Aiy und dein Kommutanten des Zentrums Z{M) der invari- 
anten Operatoren; die Zerlegung ist also vielfachheitenfrei unter der Wirkung der (sehr grofien) 
Algebra Z{M)' , was zur Folge hat, daB sich die zentralen Charaktere paarweise unterscheiden 
miissen. D 

Wir erganzen nun die Ergebnisse von Friedrich Knop zur Struktur der G-invarianten DifFeren- 
tialoperatoren. Um diese formulieren zu konnen, erinnern wir an dieser Stelle an die Definition 
des Rangs und der Komplexitat einer afRnen G-Varietat. 

Definition 5. Den Arbeiten von E. Vinberg und D. Panyushcv folgend, definieren wir (fiir 
einen Punkt x von M in allgenieiner Lage) 

1. den Rang von M als die DifFerenz der Dimensionen zwischen einem B- und einem A^-Orbit 
in M: 

ikAi := dim Bx — dim A^a; ; 

2. die Komplexitat von M als die Kodimension eincs i?-Orbits in M: 

c{M) :— dim Af — dim i?a:: = codimSa;. 

Demnach ist die Kodimension eines allgemeinen A^-Orbits genau rkM + c{X). Nach dem 
Satz von Rosenlicht ist die Komplexitat von M ebenfalls gleich dem Transzendenzgrad von 
C(M)^ liber C; folglich sind die G-Varietaten der Komplexitat Null genau die spharischen G- 
Varietaten, das sind diejenigen, fiir die die Zerlegung des Koordinatenrings vielfachheitenfrei ist. 
Fiir c{M) = 1 braucht der Invariantenring C[M]'^ bereits nicht mehr trivial zu sein (Beispiel: 
die SO(n,C)-Wirkung auf C"). Weiterhin zeigte D. Panyushev in [ |Pan90| , Cor. 2, p.253], dai3 
rkM gleich der Dimension des von S{M) erzeugten Teilraums in P+{G) ®x Q und (mit Hilfe 
des Rosenlicht-Satzes) das Spektrum eine endlich erzeugte Halbgruppe ist. 

Nimmt man G als zusammenhangend an, so ist der Fall rkM = ganzlich uninteressant, 
denn er beschreibt die triviale Wirkung auf M . Wie Friedrich Knop bewiesen hat, mifit der 
Rang von M - siehe den nachstehenden Satz ~ die Grof5e des Zentrums von V'^{M) (ebenso wie 
der Rang einer Lie- Algebra die Grofie des Zentrums von U{q) mii3t). Im glatten Fall entspricht 
die Komplexitat in gewisser Weise der Anz ahl positiver Wurzeln |$+| = dimn, da fiir den 
Transzendenzgrad von T)'^ (M) nach [ Kno9C , Satz 7. 1] gilt 



trdegC[r*Af 



G 



2c(M)+rkM. 



Satz 6 (Harish-Chandra-Homomorphismus |Kno94, Thm.]). Die zusammenhangende reduktive 
komplexe algebraische Gruppe G wirke auf der glatten affinen Varietal M . Dann existiert ein 
Unterraum i)^^ von f)* der Dimension rkM, eine Untergruppe Wm der Weylgruppe W von G 
(genannt die „kleine Weylgruppe" von M) sowie ein Isomorphismus rj derart, dafi das folgende 
Diagramm kommutiert: 

2(0) > Z(M) 



"1^ 



C[t) 



*1W 



C[g + l)l 



Ml 



]Wm 



Insbesondere ist Z{M) als Z{Q)-Modul endlich erzeugt. Zudem wirkt Wm auf C[g + f)^,j] als 

Spiegelungsgruppe, d.h. Z{M) ist ein Polynomring in rkAf 

genden. 



Variablen mit homogenen Erzeu- 

U 



Die letzte Behauptung ist eine Folge aus dem Charak terisi erungs satz fiir Pseudospiegelungs- 
gruppen von Shepard-Todd und Chevalley (vgl. | ST54 | und [ Che55 |). Unter den Voraussetzun- 
gen von KoroUar |l| bezeichne U\ = C[i\f]^(A) fiir A G S{M) den Vielfachheitenraum zu V^, 
aufgefafJt als irreduzibler X''^(M)-Modul. Weil nun Z{M) zu einem Polynomring in n = rkAf 
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Variablen isomorph ist, ist der zentrale Charakter x\ demnach die Auswertung eines Polynoms 
ri{Z) auf einem Element X' + g ^ q + \)\j, genauer 

Xx{Z) = r,(Z)(A' + g), ZgZ(M). 

Die Frage, ob Ux durch A' eindeutig charakterisiert ist, haben wir bereits in Satz B^ positiv 
beantworten konnen. Genieinsam mit Satz bedeutet er damit, dafi statt der rkG Casimir- 
Operatoren bereits rkAf zentrale DifFerentialoperatoren ausreichen, um das Spektrum von M 
zu trennen. Weiterhin crlaubt uns die Beschreibung von Z{M) als Polynomring zunachst 
einzusehen, dafi die Viclfachheitenraume aus der Frobenius-Zerlegung nur in Ausnahmefallen 
treue X''^(M)-Darstellungen liefern. Zu einem X'*^(M)-Modul U und einer Teilmenge X C U 
sei der Annulator definiert als 

Ann {X) := {D e V^{M) \ Dx = Vx e X} . 

Ist U zudem irreduzibel und u ein beliebiges Element von U — {0}, dann folgt aus dem 
Homomorphie-Satz sofort, dafi U zu T> {M)/Ann{u) isomorph ist, da U in dieser Situation 
von u erzeugt wird. 

Korollar 2 (Treue von X'*^(M)-Moduln). Die zusammenhdngende reduktive komplexe algehrais- 
che Gruppe G wirke auf der glatten affinen Varietdt M . 

Dann ist der Vielfachheitenraum U\ genau dann treuer D {M)-Modul , wenn rkM = ist, 
also G auf M nur trivial wirkt. 

Beweis. Wenn G auf M trivial wirkt, so ist es klar, dafi 'D{M) auf C [M] trcu wirkt. Ist dagegen 
rkAf =: n > 0, so bemerken wir, dafi natiirlich 

(3) V^iM)-kerxx C Ann(C/A) 

gilt; damit reicht es zu zeigen, dafi ker x\ nicht trivial ist. Aber in diesem Fall ist Z{M) isomorph 
zu einem Polynomring in n Variablen, der zentrale Charakter xx demnach ein (multiplikativer) 
Homomorphismus von C[Xi, . . . ,X„] nach C. Ein solcher ist bereits durch die Bilder q der 
Unbestimmten Xi eindeutig festgelegt, und jedes Polynom, welches einen Linearfaktor Xi — Ci 
enthalt, liegt im Kern von x\- D 



Es scheint nicht bekannt zu sein, ob in Glcichung - wie im Falle der Verma-Moduln | Dix96 , 
Thm.8.4.3] - statt der Inklusion die Gleichheit gilt. 

4. Die Frobenius-Zerlegung fur reelle Formen 

In der Praxis tritt haufig der Fall auf, dafi die komplexe Situation in Wahrheit durch Komplex- 
ifizierung einer reellen Gruppenwirkung entsteht. Deswegen woUen wir hier die Korrespondenz 
zwischen reeller und komplexer Frobenius-Zerlegung herstellen. 

Definition 6. Vollig kanonisch lafit sich zu jeder reellen afBnen Varietat Mq C R" deren 
Komplexifizicrung Afo(C) =: Af in C" konstruicrcn als 

M := {x e C" I f{x) = V/ e J(A^o)}, 

wobei T{Mq) das Verschwindungsideal von Mq bezeichne. Fine reelle Form der komplexen 
affinen Varietat M soil nun eine reelle affine Varietat Mq sein, deren Komplexifizierung Mo(C) 
zu M isomorph ist. In diesem Fall liegt Mq dicht in M; well eine affine Varietat genau dann 
irreduzibel ist, w enn ihr Abschlufi es ist, folgt damit, dafi Mq genau dann irreduzibel ist, wenn 



M es ist. (vgl. [ 0V9C , S. 61-64]). Es existiert ein Vektorraum-Isomorphismus zwischen den 
komplexwertigen regularen Funktionen auf Mq und den iiblichen regularen Funktionen auf M 

R[Mo]0rC - C[M]; 

denn in die eine Richtung ist dies einfach die Einschrankung einer Funktion von M auf Mq; in 
der anderen Richtung implizicrt die Dichthcit von Mq in M, dafi jede regulare Funktion auf Mq 
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eine eindeutige regulare Fortsetzung auf ganz M hat. Deswegen schreibt man oft C[Af], wenn 
man R[Mo] ® C meint. 

Damit gilt insbesondere fiir eine glatte reelle affine Varietat Afo niit Komplexifizierung M , dafi 
X'(Mo) C ^ P(Af) (zunachst im Vektorramnsinne) gilt. In der Tat, ist Dq e 'D{Mq) ein 
DifFerentialoperator auf Afo, so lafit sicli eine Fortsetzung D von Dq auf ganz M eindeutig 
definieren durch die Forderung, daB das Diagramm 



R[Mo]c — 


-—^ C[M] 


Do 


D 


R[A/o]c — 


^ C[Af] 



kommutieren moge, und es niacht gleichzeitig klar, was unter der Einschrankung eines Oper- 
ators D e 'D{M) auf Afo zu verstehen sei. Klarerweise ist die Fortsetzung / Einschrankung 
von Differentialoperatoren ein Algebrenisomorphismus. Weil wir uns im Reellen meist fiir kom- 
plexwertige regulare Funktionen interessieren, macht es Sinn, von nun an die entsprechenden 
Differentialoperatoren I?(Afo)c zu schreiben. Es folgt sofort, dal3 ein komplexer X'(Afo)c-Modul 
genau dann irreduzibcl ist, wcnn cr als X'(Af )-Modul irreduzibcl ist. 

Definition 7. Eine reelle algebraische Gruppe Go soil reelle Form der komplexen algebraischen 
Gruppe G genannt werden, wenn sie eine reelle Form im eben genannten Sinne affiner Varietaten 
ist und die idcntischc Einbettung Go '^-> G sich zu einen Gruppcnisomorphismus Go(C) = G 
fortsetzen lafit. Zum Beispiel ist, ahnlich wie bei Lie-Gruppen, die Fixpunktmenge eines be- 
liebigen involutiven antiholomorphen Automorphismus einer komplexen zusammenhangenden 



Gruppe G eine reelle Form (vgl. [OV90, S. 100-102]). Man beweist dann leicht folgendes Lemma: 



Lemmas (Koniplexe Darstellungen reeller Formen reduktiver Gruppen). Sei Gq C G eine 
irreduzible reduktive reelle algebraische Gruppe und zudem eine reelle Form der (ebenfalls ir- 
reduziblen und reduktiven) komplexen algebraischen Gruppe G. Dann gibt es eine Bijektion 
zwischen den komplexen irreduziblen regularen Darstellungen von Gq und denen von G, welche 
durch Restriktion bzw. eindeutige Fortsetzung gegeben ist. D 

Beweis. Sei (go, V) eine (regulare endlich-dimensionale) irreduzible Darstellung von Go auf dem 
komplexen Vektorraum V, also ein Morphismus Go -^ GL(y). Wahle nun eine Basis ei, . . . , e„ 
von V. Dann lassen sich die Funktionen 

Wy : Go — >G, go{g) = ^mij{g)ei 

als Elemente von R[Go]c ~ C[G]\go ehrdcutig auf ganz G fortsetzen, well Go in G dicht 
liegt. Diese definieren somit eine Darstellung von G auf V, die klarerweise irreduzibcl ist. 
Umgekehrt ist die Restriktion einer irreduziblen Darstellung (g, V) von G auf Gq natiirlich 
wieder eine Go-Darstellung; einzig nicht trivial an diesem Lemma ist folglich der Nachweis, dafi 



diese Einschrankung irreduzibcl ist, wofiir wir auf cine Idee von Zelobcnko (vgl. [Zel73, Ch.VI, 
§42, Thm.2]) zuriickgrcifen woUcn. 

Sei Vq 7^ {0} ein Go-invarianter Unterraum von V. Angenommen, Vq ist nicht G-invariant: 
wahle g £ G und vq e Vb mit g{g)vo ^Vq. Sodann existiert ein lineares Funktional f : V -^ C 
derart, dafi f\vo — und f{g{g)va) ^ gilt. Ein Dichtheitsargument zeigt, dafi es ein solches 
nicht geben kann: denn ist / : y —> C ein beliebigcs lineares Funktional, welches auf Vb 
verschwindet, dann betrachte man zu jedem wq S Vq die - offensichtlich regulare - Abbildung 
!va ■ Go ^ C, go >-^ f{Q{go)vo) = 0- Weil Gq in G dicht ist, hat diese Abbildung nur 
die NuUabbildung als regulare Fortsetzung auf ganz G; das heifit aber nichts anderes, als dafi 
f{g{g)vo) — ist fiir alle g G G und alle Vq e Vq, im Widerspruch zum welter oben konstruierten 
Funktional. Also ist Vo doch G-invariant, damit Vq = V und (glcoT^) '^i^ gewiinscht Go- 
irreduzibel. D 
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Definition 8. Sei (G, M) ein Paar bestehend aus einer komplexen algebraischen reduktiven 
zusamnienhangenden Gruppe G, einer ebenfalls komplexen afRnen glatten irreduziblen Varietat 
M , sowie einer regularen Wirkung von G auf M. Wir nennen ein Paar (Go, Mq), bestehend aus 
einer reellen algebraischen Gruppe Go und einer affinen glatten reellen Varietat Mo, eine reelle 
Form von (G, M), wenn G bzw. M die Komplexifizierung von Go bzw. AIq und die G- Wirkung 
auf M ebenfalls die Komplexifizierung der Go-Wirkung auf Mq ist. 

Sei nun (Go, Mq) eine reelle Form von (G, M), und weiterhin 

r: C[M] ^ R[Mo]c 

der Algebren-Isomorphismus zwischen den (iiblichen) regularen Funktioncn auf M und den 
komplexwertigen regularen Funktionen auf Mq, der durch Restriktion bzw. eindeutige Fortset- 
zung von Funktionen gegeben ist. In dieser Situation liefert KoroUarH^ die Frobenius-Zerlegung 
von C[M]. Vergessen wir einen Augenblick die unterliegenden Varietaten und betrachten nur 
die Wirkung g von G auf dem komplexen Vektorraum C [M] . Nach Lemma H ist dann die isotyp- 
ische Zerlegung von C [M] unter G identisch mit der isotypischen Zerlegung von C [M] unter der 
Wirkung von Go, definiert als die Einschrankung der G- Wirkung hierauf, geschrieben qq. Die 
Einschrankung auf Gq der komplexen G-Darstellung ]/'*' schreiben wir V^^. Nun verwenden wir, 
dafi C[M] mit der Abbildung r isomorph ist zu R[Mo]c, die Einschrankung der Go-Wirkung 
natiirlich mit der Ubertragung der Go-Wirkung von R[Mo] auf R[Afo]c iibereinstimmt und 
folglich KoroUar n^ ebenfalls die isotypische Zerlegung von R[Afo]c unter Go liefert. Insgesamt 
haben wir also als Go-Modul - zunachst vom abstrakten Standpunkt der Morphismen - die 
Zerlegung 

R[Mo]c = HomGo(T/o^R[Mo]c)®l^o^ 
AeP+(G) 

welcher auf der Seite der Funktioncn unter Verwendung des Isomorphismus r die Summe 

R[Moh = r(C[Af]^(A))®l/o^ 

A6P+(G) 

entspricht. Im allgemeinen ist dies die einzige Beschreibung der reellen Frobenius-Zerlegung 
in der Sprache des Transformationsverhaltens gewisser Funktionen. Eine intrinsische Charak- 
terisierung der Vielfachheitenraume alleine aus der Struktur der reellen Gruppe Go ist nur in 
einem Ausnahmefall moglich, denn wir nun skizzieren woUen. 

Sei die reelle Form Go definiert als die Fixpunktmenge des involutivcn Antiautomorphismus cr, 
und (Go,t) eine damit vertragliche reelle kompakte Form von G, d.h. es gelte ar = ra. Dann 
ist :~ ar die Cartan- Involution von Go, die Lie- Algebra go zerlegt sich in die Eigenraume 
zum Eigenwert +1 und —1 

00 = 0o(l)©0o(-l) =: eep, 

und es existieren immer Cartan-Unteralgebren von go, welche unter invariant ist. Sei fortan 
f)o eine solche, und Hq eine Untergruppe von Go mit Lie- Algebra t)Q. Es ist Hq eine reelle 
Form von H, der Untergruppe von G mit Lie-Algebra (j :— ()o(C); deswegen liegt Ho in H 
dicht. Ist nun B = HN die Erganzung von H zu einer Boreluntergruppe von G, die durch 
die Wurzelzerlegung beziiglich H definiert ist, so braucht N nicht unter a invariant zu sein, 
deswegen bilden die Fixpunkte von N unter a in Go im allgemeinen keine reelle Form von N. 
WeiB man aber, dafi f)o voUstandig in p enthalten ist, so ist f)o gleichzeitig eine maximal abelsche 
Unteralgebra von go und fiir alle h (z t)o ist der Operator ad/i reell diagonalisierbar. Daraus 
folgt, dafi die Wurzelraume g" der komplexen Lie- Algebra genau die Komplexifizierungen der 
- voUig analog definierten - reellen Wurzelraume {a ^ 1)q) 

go := {x £ go ■ i^<ih{x) = a{h)x} 
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sind; bezeichne A+ die positiven Wurzeln (von q oder go, dies ist nun egal), so ist insbesondere 

no := Yl 00 

aeA+ 

eine reelle Form von n, der Lie- Algebra von N. Die Fixpunkte A'o von N unter a liegen also dicht 
in N. Reelle Lie-Algebren, die eine vollstandig in p enthaltene Cartan-Unteralgebra besitzen, 
heifien zerfallend („split", „deployee"). Fiir die klassischen einfachen Lie-Algebren sind dies 
bekanntlich sl{n, R) fiir n>2, 5o{k, k + 1) fiir fc > 1, so{k, k) fiir fc > 3 und sp{n, R) fiir n > 2. 
Fiir die urspriinglich gestellte Aufgabe, die reelle Frobenius-Reziprozitat alleine anhand der 
reellen Gruppe Go zu charakterisieren, sind wir nun in einer aufierst komfortablen Situation; 
denn jetzt hat jede Funktion in R[Mo]c, die sich unter Bq :— HqNq gemafi dem Gewicht A 
transformiert, eine eindeutige Fortsetzung zu einer Funktion aus C [M] niit gleichen Transfor- 
mationseigenschaften bzgl. B, und demnach ist 

AeP+(G) 

Dieses Resultat kann man sogar noch dahingehend verbessern, daB man sich auf reellwertige 
Funktionen beschranken kann: denn leicht iiberlegt man sich, dal3 fiir eine zerfallende Lie- 
Algebra go die komplexen Darstellungen von go(C) =: g genau die Komplexifizierungen der 
reellen Darstellungen von go sind. Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts zusammen: 

Korollar 3 (Reelle Frobenius-Zerlegung). Sei Gq eine reelle reduktive zusammenhdngende al- 
gebraische Gruppe, die reelle Form der komplexen reduktiven algebraischen Gruppe G ist, und 
Mq C R" eine reelle, glatte, irreduzible Varietal mit Komplexifizierung M , auf der Gq regular 
wirkt. Sei weiterhin r : C[M] ^^ R[Mo]c der zugehorige Algebren-Isomorphismus. Dann 
gilt: 

R[Mo]c = RomGo{Vo\-R[Mo]c)®Vo^ ^ r (C[M]^(A)) ® Fo' 
\eP+{G) \eP+{G) 

als Go-Moduln, und, wenn Gq zusdtzlich entfaltet ist, 

R[Mo] = R[A/o]^«(A)®Fo\ 
AeP+(G) 

Zudem sind die Vielfachheitenrdume derVf^ als D^ {M)c-Moduln irreduzibel, paarweise indquiv- 
alent und haben zentralen Charakter. D 

5. EiNIGE SINGULARE BeISPIELE 

Die Glattheit der zugrunde liegenden Varietat M wurde im Beweis der allgemeinen Frobenius- 
Rezoprozitat an genau zwei Stellen verwendet. Zum cincn garantiert sie wegen Lemma H die 
Giiltigkeit des Ergebnisses im Falle der trivialen Gruppenwirkung. Eben diese Eigenschaft 
braucht man zudem, um den Dichtheitssatz von Jacobson zur Darstcllbarkeit von Endomorphis- 
men endlich-dimensionaler Teilraume als Differentialoperatoren sowie das Lemma von Dixmier 
anwenden zu konnen (dieses wird jedoch erst beim Studium der zentralen Charaktere beniitzt). 
Zum anderen erlaubt erst die Identifizierung von P(Af ) mit C[T*M] iiber die Symbolabbildung 
den Schlufi, dafi die Wirkung der Gruppe G auf den algebraischen Differentialoperatoren lokal 
endlich ist; hat man nur einen Unterring von C[T*M], so ware denkbar, dafi beim Ubergang 
zu G-invarianten Teilraumen, die einen vorgegebenen kleineren Teilraum enthalten, Funktionen 
entstehen, die nicht Symbol eines Differentialoperators sind. 

Schlufiendlich ist es zwar nicht fiir den Beweis, wohl aber konzeptionell und fiir das konkrete 
Rechnen storend, dafi man eine Wahl treffen mufi zwischen der Algebra aller Differentialoper- 
atoren T>(M) und dencn, die nur von den Funktionen und den Derivationen von M erzeugt 
werden, V{M)* in der Notation von Abschnitt |^. Die erste Algebra lafit sich zwar definieren, 
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aber nicht bestimmen, kann beliebig unanstandige Eigenschaften haben und liefert keine Dif- 
ferentialoperatoren im Sinne der Analysis; die zweite Algebra ist handlicher und analytisch 
sinnvoU, aber nieist zu „klein". 

Gegenstand dieses Abschnitts ist es deshalb, anhand einiger Beispiele diejenigen Effekte zu 
illustrieren, die bei reduktiven Gruppenwirkungen auf singularen afRnen Varietaten auftreten 
konnen. Sie zeigen, dafi allgemeine Satze hier nicht zu erwarten sind. Die Algebra der Wahl ist 
dabei im Grunde immer P(Af )*; iiber 'D(M) kann man nur verzeinzelt Aussagen machen, wcnn 
man irgendwic durch eine giinstige Wahl der Koordinaten Elemente hieraus „raten" kann. 

Beispiel 5 (Spitzer Doppelkegel). Wir betrachten den spitzen Doppelkegel im R"^ 

Xo := {ix.,y,z)eR'' \ x^ + y^ ^ z^} . 

Er ist eine reelle Form des komplexen Kegels 

X := {(a;,y,z)eC3 \ x^ + y^ ^ z^} , 

und der singulare Ort besteht in beiden Fallen genau aus dem NuUpunkt. Folglich konnen wir 
den Koordinatenring C[A'] von X mit den komplexwertigen regularen Funktionen R[Aro]c auf 
Xq identifizieren. Parametrisiert man Xq mittels 

X = ucos6, y — usinO, z — u, 

so wird nach einer komplexen Drehung der Ring A :— R[Aro]c tiber C erzeugt von u, ue^^ und 

A := R[Xo]c - C[u,ue*^ue-*Y 

Bevor wir eine bestimmte Gruppenwirkung auf dem Kegel Xq wahlen, bestimmen wir alle 
seine Derivationen sowie die Wirkung der von ihnen und R[Aro]c erzeugten Algebra V{Xo)*. 
Zunachst ist klar, dafi die Koordinatenlinien die Derivationen 

udu = xdx + ydy + zdz und dg ~ xdy — ydx 

erzeugen. Die Algebra Der A"o enthalt aber noch weit mehr Elemente: 

Lemma 6 (Derivationen des Kegels). Durch folgende Kriterien ist Der Xq vollstdndig hestimmt: 

1. Ein Element der Gestalt qdu liegt genau dann in DerXo; wenn q ^ u ■ A; 

2. Ein Element der Gestalt qdg liegt genau dann in DerXo, wenn q G A; 

3. Ein Element der Gestalt qidu + q2de liegt genau dann in DerXp, wenn es Summe zweier 
Derivationen der gerade genannten Gestalt oder in der A-linearen Hiille der beiden Deriva- 
tionen 

R := ue'''du + ie''^de, S := ue-''^du - ie-^'^de 

enthalten ist. 

Beweis. Zum Beweis verwenden wir Das Kriterium aus Lemma H. Wir setzen eine Derivation 
von Xq an mit D = qdu, q £ R(Aro)c- Wegen der Derivationseigenschaft geniigt es, wenn die 
Bilder der Koordinatenfunktioncn unter D va A liegen, denn dann folgt sofort D{A) C A. Es 
miissen also 

D{u) ^ q, D{ue'% = qe'^ Diue-'") = qe'''^ 

Elemente von A sein, d.h. q liegt in A und, vermoge Multiplikation mit ue~** der zweiten 
Bedingung, qu liegt ebenfalls in A. Schreibt man dann qu als Summe 

ie\i 



qu = ^au"(we''^)"(ue-**) 



so implizieren die erste und die zweite Bedingung, dafi in alien auftretenden Summanden m 
und I grofier Eins sein miissen, d.h. 

qu = 7^2^au"(we*^)'"-i(we-*^)'-i =: u"^ ■ a 
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mit einem a € A; es folgt q = ua und damit hat q die behauptete Gestalt. Analog beweist man 
den zweiten Teil des Lemmas. Fiir den letzten Teil machen wir den Ansatz D = qidu + q2de, 
was impliziert, dafi 

D{u) = gi, D{ue'') = e'' {q^ + iuq2) ., D{ue-'') = e-'' {qi - iuq2) 

regulare Funktionen sein soUen. Nun betrachtet man die w-Graduierung von A: wenn deg qi ^ 
degg2 + 1 ist, so haben die beiden Summanden in der ersten und zweiten Bedingung unter- 
schiedlichen u-Grad, miissen also jeder fiir sich in A liegen, was einer Derivation der soeben 
beschriebenen Gestalt entspricht. Sei deswegen fortan deggi = deg (72 + 1- Insbesondere ist 
dann deggi > 1, ich kann also qi = uq[ setzen. Aus der zweiten Bedingung folgt mittels Multi- 
plikation mit ue**, daB u^iq'i + 192) & A sein mufi; aus der ersten Bedingung gi = q[u G A folgt 
aber q'^u^ S A, also durch Subtraktion u'^q2 G A. Man iiberlegt sich leicht, dafi hieraus folgt, 
dafi (72 die Gestalt 

92 - a2 + 626^^ + 6^e-^^ + 026^'^ + 4e-2'^ 

haben mufi, wobei 02 in A ist und man die anderen Koeffizienten so wahlen kann, dafi sie zwar 
in A, aber 62, ^2 nicht in u- A und C2, C2 nicht in u^ ■ ^ liegen. In ahnlicher Weise kann man q'l 
darstellen. Weil aber hier bereits uq'i in A sein mufi, verschwinden die beiden letzten Terme: 

qi = ai + 6ie*^ + b[e~''' . 

Schreibt man nun das in der zweiten Bedingung vorkommende Element ue {q[ +iq2) in dieser 
Darstellung aus und subtrahiert alle Elemente, die trivialerweise in A liegen, so bleibt, dafi 
ue'^^^ {bi + ib2) + ic2e^^^ u in A liegen mufi, was nach Wahl der Koeffizienten nicht geht; deswegen 
ist C2 = und 5i + 162 = 0. Ebenso zeigt man c'2 = und b'l — ib'2 = 0. Die „Minimall6sungen" 
61 = 1, 62 = i und b'l = 1, b'2 = —i entsprechen den Elementen R und S. Fiir diese berechnen 
wir fiir spater noch die Produkte 

(4) RS ^ u^dl + 2udu + d^-ide, SR = u^dl + 2udu + d^ + idg, [R,S] ^ -2ide . 

D 

Zur Illustration, wie die Derivationen des Kegels auf seinen regularen Funktionen operieren, 
dient Abbildung nl Darin sind alle regularen Funktionen in eineni rechteckigen Zeilen- und 
Spaltenmuster angeordnet; die positive x-Achse beschreibt die wachsenden w-Potenzen, die y- 
Achse die ganzzahligen Vielfachen von 9 im Argument der Exponentialfunktion. Wie man sieht, 
wird von alien moglichen Besetzungsstellen nur ein (gedrehter) Quadrant tatsachlich belegt: dies 
liegt daran, dafi z. B. zwar we*^ in A liegt, nicht aber ue^'^. Die von A und Der ATq erzeugte 
Algebra ©(Xq)* enthalt zunachst die Multiplikation mit alien Koordinatenfunktionen; beginnt 
man bei der konstanten Funktion Eins im linken Bildteil, so sind dies genau die drei nach rechts 
zeigenden Pfeile (zwei diagonal, einer horizontal), von jeder anderen Funktion gehen natiirlich 
immer diese drei Pfeile aus; der Ubersichtlichkeit halber haben wir sic nur am oberen und un- 
teren Bildrand eingezeichnet, und ansonsten durch ein Sternchen angedeutet (jedes solche steht 
also fiir ein nach rechts zeigendes Pfeilkreuz). Interessant ist nun die Wirkung der Derivationen: 
udu und de sind Multiplikationen mit einer Konstanten und deswegen nicht eingezeichnet. Die 
einzig nichttrivialen Derivationen sind die Elemente R und S. Sie entsprechen (bis auf Vielfache, 
die hier nicht interessieren) einem „Auf-" und einem „Absteiger" bei fixiertem w-Grad. 

Als mogliche Gruppenwirkungen auf Xq bieten sich nun drei Kandidaten an. Die kanonis- 
che Wirkung der 80*^(2,1) ist relativ uninteressant, well vielfachheitenfrei; ihre eindimension- 
alen Vielfachheitenraume sind wenig geeignet, um irgendwelche Effekte zu demonstrieren (es 
sei bemerkt, dafi die Derivationen R und S eigentlich von dieser Gruppenwirkung stammen). 
Stattdessen betrachten wir die multiplikative Wirkung von R* auf Xq (von C* auf X), sowie 
die Drehwirkung der S0(2, R) in jeder x-y-Ehene bei festgehaltener z-Koordinate. Diese Grup- 
penwirkungen haben genau die „Spalten" bzw. die „ Zeilen" von A als Vielfachheitenraume. Es 
gilt: 
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2 _ ^2 , „,2 



Abbildung 1 . Koordinatenring des Doppelkegels z = x + y 



Proposition 5. 1. Die Vielfachheitenraume derYV -Wirkung sind unterV^ (-'^o)* irreduz- 
ihel, und die Algebra 

V^'iXo)* = C[R, S, udu, de] 

ist nicht abelsch; 
2. Die Vielfachheitenraume der S0{2,R)-Wirkung sind unter V ^'^■^'{Xo}* zwar nicht ir- 
reduzibel, aber auch nicht zerlegbar, keine zwei Vielfachheitenraume enthalten isomorphe 



18 ILKA AGRICOLA 

Teildarstellungen und die Algebra 

pSO(2,R)(Xo)* ist nicht abelsch; 
3. Die Vielfachheitenrdume der SO (2,11)- Wirkung sind unterV^'~'^^'^'{Xo) irreduzibel, und 
die Algebra 23^°(^'^)(Xo) ist nicht abelsch. 

Beweis. Mit Abbildung |l| bleibt hier fast nichts zu beweisen, da sie die Operation von 'D(Xo)* 
auf A voUstandig beschreibt. Betrachten wir zunachst die R*-Wirkung: weil es keine nicht- 
konstanten invarianten Funktionen gibt, sind die Vielfachheiten endlich, und die Irreduzibilitat 
der „Spalten" wird durch die invarianten Derivationen R und S bewerkstelligt. Invariante Dif- 
ferentialoperatoren hoherer Ordnung als die von den genannten erzeugten kann es in 'D(Xq)* 
nicht geben, weil es keine zur Multiplikation mit den Koordinatenfunktionen „inversen" Deriva- 
tionen gibt (etwa der Form 9„); somit scheidet die Moglichkeit, in Abbildung H^ etwa erst nach 
rechts, dann mit R oder S herauf oder herunter und dann in die urspriingliche Spalte zuriick 
zugehen, aus. Wegen Gleichung hatte man dg in der Liste der erzeugenden Elemente auch 
weglassen konncn. 

Fiir die S0(2, R)-Wirkung ist u eine invariante Funktion, deswegen sind die Vielfachheiten 
unendlich. Die einzigen G-invarianten Derivationen sind Produkte aus u mit udu und dg. 
Alle aus R, S und den Koordinatenfunktionen konstruierbaren „Pfade" in Abbildung ^, die 
in der gleichen Zeile anfangen und aufhoren, lassen sich als Kombination einer Multiplikation 
mit einer w-Potenz und den Elementen udu, dg ausdriicken, deswegen liefern sie keine neuen G- 
invarianten Differentialoperatoren. Jeder Teilraum, der aus Elementen mit w-Grad gr6i3er gleich 
einer vorgegebenen natiirlichen Zahl besteht, ist invariant; aus dem gleichen Grunde sind die 
Vielfachheitenraume nicht zerlegbar. Zwei solche konnen keine isomorphen Teildarstellungen 
haben, weil sich zwei Zeilen immer in ihrem 9e-Eigenwert unterscheiden. 

Wirklich zu beweisen gibt es nun etwas bei der letzten Aussage. Die Algebra 'D{Xo) aller 
algebraischer Differentialoperatoren des Kegels kann man nicht bestimmen; aber wir konnen 
einen SO (2, R)-invarianten Operator hinschrcibcn, mit dem die Vielfachheitenraume irreduzibel 
werden. Der Operator 

D := -{udu + idg){udu - idg) 
u 

ist genau so gewahlt, dafi er den u-Grad um Fins absenkt, sofern er nicht auf ein Element 

der Gestalt u"e^™^ wirkt, welches er annuliert. Mit dem Kriterium aus Lemma ^ ist D ein 

zulassiger Differentialoperator zweiter Ordnung und offensichtlich invariant. In der Tat, in die 

Koordinaten x, y und z zuriickiibersetzt schreibt sich D als 

D = z{dl + dl) 

und verdient damit den Namen „algebraisch". □ 

Bemerkung 5. Ein kurzcr Blick auf den (glatten !) unendlich langen Zylinder Z mit Koor- 
dinatcnring C[u, e'^, e^*^] erklart, warum hier flir die S'^-Wirkung Irreduzibilitat vorliegt: in 
dieser Situation ist namlich 9„ eine G-invariante Derivation. 

Dieses Beispiel ist noch relativ gutmiitig, und man konnte vermuten, daB Satz H^ vielleicht 
in einer schwacheren Version (etwa Unzerlegbarkeit statt Irreduzibilitat) gilt. Das folgende 
Beispiel einer kubischen Regeflache wird zeigen, dafi sich diese Hoffnung nicht erfiillt. 

Beispiel 6 (Kubische Regelflache z^ = xy^). Wir betrachten die irreduzible kubische Regelflache 
im R3 (vgl. Abb. |) 

Fo := {{x,v,z) eR3 I z^ ^xy^]. 

Sie ist eine reelle Form der komplexen Flache 

Y := {(a:,2;,2)eC3 \ z^ ^ xy^} , 
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Abbildung 2. Z^ 



xy 



und der singulare Ort besteht in beiden Fallen aus der x-Achse. Wir idenzitifieren deswegen 
wieder C[Y] mit R[yo]c und wahlen fiir Yq die Paranietrisierung 

X — rs , y — r/s, z — r, 

erhalten also als regulare Funktionen 

B := R[yo]c = C[r,r/s,rs2], 

die wir ebenfalls graphisch dargestellt haben (Abb. y). Um die Wirkung der Algebra I){Yo)* 
hierauf zu beschreiben, bestinimen wir wieder die Derivationen Der Yq . Den Koordinaten 
entsprechen zunachst die Derivationen 

rdr = xdx + ydy + zdz und sds = 2xdx — ydy . 

Sodann bcstimmen wir mit der gleichen Methode wie in Lemma alle Derivationen von _B, 
weswegen wir auf den Beweis verzichten: 

xy'^). 1. Ein Element der Gestalt qdr liegt 



Lemma 7 (Derivationen der Regelflache z^ 
genau dann in Der Iq , wenn 



qeC -.^ B-{C-r"s" 



2n — m ode 



= —m} ; 



Ein Element der Gestalt qdg liegt genau dann in Derlo, wenn q (z C oder q E s ■ B; 
Ein Element der Gestalt qidr + q2ds liegt genau dann in DerYo, wenn es Summe zweier 
Derivationen der gerade genannten Gestalt oder in der B-linearen Hiille der Derivation 

2 



1 — r 

D := -dr + -ds 



enthalten ist. 



D 



Insbesondere gibt es weder den r- noch den s-Grad absenkende Derivationen, und nur die 
relativ uninteressanten Elemente rdr und sds erhalten den Grad. Die Wirkung von D ist 
(bis auf von Null verschiedene Vielfache) in Abbildung ^ dargestellt; im Gegensatz zu zu den 
Elementen R und S, die beim Kegel aufgetreten waren, verandert D auch den "Spaltengrad". 
Wegen der geringeren Symmetrie haben wir als Gruppenwirkung hier nur die Wahl zwischen der 
multiplikativen R*-Wirkung oder der der s-Koordinate entsprechenden R*-Wirkung in jeder 
x-y-Ehene. 
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Abbildung 3. Koordinatenring der RegelfLache z = xy 



3 _ ^,,2 
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Proposition 6. 1. Die Vielfachheitenrdume der multiplikativen'R*-Wirkung zerf alien unter 
der Wirkung der abelschen Algebra 

V^'iYo)* = C[rdr,sds] 

in eindimensionale irreduzible Darstellungen; 
2. Die Vielfachheitenrdume der s-Wirkung sind unter T?'^ (Yq)* weder irreduzibel noch zer- 
legbar, und keine zwei Vielfachheitenrdume enthalten isomorphe Teildarstellungen der 
Algebra 

V^YoY = C[r,rdr,sds]. 

Beweis. Die beiden Behauptungen iiberlegt man sich leicht anhand von Abbildung und dem 
vorangegangenen Lemma. Wir bemerken kurz, dafi man hier nach dem gleichen Schema wie 
fiir den Kegel invariante DifFerentialoperatoren hinschreiben kann, die nicht in V{Yq)* liegen; 
zum Beispiel ist 

T := -{2rdr~sds){rdr + sds) - 9z^dly + 3y^dl, + Gxyd^, + 2ydy + 2zydl, 

ein Operator, welcher unter der skalaren R*-Wirkung invariant ist, den s-Grad um Eins absenkt 
und die „Liicken" im Koordinatenring gerade auf Null abbildet. D 

Die erste Aussage ist ein Gegenbeispiel zu Proposition ^ im singularen Fall: die Algebra V'-' (M) * 
ist hier abelsch, obwohl die Wirkung nicht vielfachheitenfrei ist. 
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